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Informacje uzupełniaj ące: Spr ęŜysty moment krytyczny 
przy zwichrzeniu 

Podano formuły do wyznaczania spręŜystego momentu krytycznego dla podwójnie 
symetrycznych przekrojów poprzecznych. Wartości współczynników branych do obliczeń są 
podane dla podstawowych przypadków. Dla belki obciąŜonej obciąŜeniem równomiernie 
rozłoŜonym o stałej wartości i momentami na końcach, lub siłami skupionymi w środku 
rozpiętości i momentami na końcach, wartości  współczynników są podane na wykresach. 
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1. Postanowienia ogólne 

W przypadku podwójnie symetrycznych przekrojów poprzecznych, spręŜysty moment 
krytyczny Mcr moŜe być obliczany metodą podaną w rozdziale 2. 

Dla przypadków, których nie obejmuje metoda podana w rozdziale, spręŜysty moment 
krytyczny moŜe być określany przez analizę wyboczenia belki pod warunkiem Ŝe obliczenie 
uwzględnia wszystkie parametry mające wpływ na wartość wartości Mcr: 

� geometria przekroju poprzecznego 

� sztywność przy spaczeniu 

� ustawienie obciąŜenia poprzecznego względem środka ścinania  

� warunki podparcia 

Oprogramowanie LTBeam słuŜy do obliczenia momentu krytycznego Mcr. To 
oprogramowanie moŜe być pobrane bezpłatnie z następującej witryny internetowej: 

 http://www.cticm.com 

2. Metoda dla podwójnie symetrycznych 
przekrojów 

Metodę podana niŜej stosuje się tylko do prostych elementów o stałym przekroju, dla których 
przekrój poprzeczny jest symetryczny względem płaszczyzny zginania. 

Warunki podparcia na kaŜdym końcu elementu są przynajmniej następujące:  

� są zabezpieczone przed bocznym przesunięciem 

� są zabezpieczone przed obrotem wokół osi podłuŜnej 

SpręŜysty moment krytyczny moŜe być obliczony według następującej formuły 
wyprowadzonej z teorii wyboczenia: 
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gdzie 

E moduł spręŜystości podłuŜnej (E = 210000 N/mm2) 

G moduł spręŜystości poprzecznej (G = 80770 N/mm2) 

Iz moment bezwładności względem osi słabszej 

It moment bezwładności przy skręcaniu swobodnym 
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Iw wycinkowy moment bezwładności 

L odległość między punktami bocznego podparcia 

k i kw współczynniki długości efektywnej 

zg odległość od punktu przyłoŜenia obciąŜenia do środka ścinania przekroju. 

 Uwaga : W podwójnie symetrycznych przekrojach, środek ścinania pokrywa się ze środkiem 
cięŜkości przekroju. 

C1 i C2 są współczynnikami zaleŜnymi od obciąŜenia warunków podparcia na końcach (patrz 
§3). 

Współczynnik k odnosi się do obrotu końca elementu w planie. Jest on analogiczny do 
współczynnika długości wyboczeniowej w stosunku do długości elementu ściskanego. 
Współczynnik k powinien być brany jako nie mniejszy niŜ 1,0 chyba Ŝe wartości mniejsze od 
1,0 mogą być uzasadnione. 

Współczynnik kw odnosi się do spaczenia końca elementu. W przypadku braku specjalnych 
usztywnień przeciwdziałających spaczeniu, kw powinien być przyjmowany jako 1,0. 

W ogólnym przypadku zg jest dodatnie, gdy zwrot działającego obciąŜenia jest skierowany do 
środka ścinania przekroju (Rys. 2.1). 

 

  

zg > 0 

F 

S 

zg < 0 

F 

S 

 

 
Rys. 2.1   Punkt przyłoŜenia obciąŜenia poprzecznego 
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We wspólnym przypadku normalnych warunków poparcia na końcach (podparcie 
widełkowe), k i kw są wzięte jako równy 1. 
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Kiedy wykres momentu zginającego jest liniowy wzdłuŜ segmentu elementu ustalonego przez 
punkty podparcia bocznego, albo kiedy obciąŜenie poprzeczne jest przyłoŜone w środku 
ścinania, wartość C2 zg = 0. Wtedy wzór (2) moŜe być uproszczony następująco: 
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W przypadku podwójnie symetrycznych dwuteowników typu I wycinkowy moment 
bezwładności moŜe być obliczany następująco: 

( )
4

2
fz

w

thI
I

−=  (4) 

gdzie 

h całkowita wysokość przekroju poprzecznego 

tf grubość półki 

3. Współczynniki C1 i C2 

3.1 Postanowienia ogólne  
Współczynniki C1 i C2 zaleŜą od róŜnych parametrów: 

•  właściwości przekroju, 

•  warunków podparcia, 

•   wykresu momentów 

To moŜe być przedstawione, Ŝe współczynniki C1 i C2 zaleŜą od κ obliczanego ze wzoru (5): 

2
t

w

LGI

EI=κ  (5) 

Wartości dane w tym dokumencie były obliczone z załoŜeniem κ = 0. To załoŜenie prowadzi 
do konserwatywnych wartości C1. 
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3.2 Elementy obci ąŜone tylko momentami w w ęzłach 
podporowych 
Współczynnik C1 moŜe być określany z Tablica 3.1 dla elementów obciąŜonych momentami 
na końcach. 

 

 

Tablica 3.1   Wartości współczynnika C1 dla elementu z momentami na końcach (dla k = 1) 

ψ C1 

+1,00 1,00 

+0,75 1,14 

+0,50 1,31 

+0,25 1,52 

0,00 1,77 

-0,25 2,05 

-0,50 2,33 

-0,75 2,57 

-1,00 2,55 

 

  

M ψψψψ M 

-1 ≤≤≤≤ ψψψψ ≤≤≤≤ +1  

 
Rys. 3.1   Element z momentami na końcach 
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3.3 Elementy obci ąŜone poprzecznie mi ędzy w ęzłami 
W Tablica 3.2 podano wartości współczynników C1 i C2 w niektórych przypadkach elementu 
poddanego obciąŜeniu poprzecznemu. 

 

Tablica 3.2   Wartości współczynników C1 i C2 w przypadku obciąŜenia poprzecznego (dla k = 1) 

Obci ąŜenie i warunki 
podparcia  

Wykres momentu 
zginaj ącego  

C1 C2 

 

 

 

 
1,127 0,454 

 

 

 

 
2,578 1,554 

 

 

 

 
1,348 0,630 

 

 

 

 
1,683 1,645 

Uwaga : moment krytyczny Mcr jest obliczany dla przekroju, w którym występuje maksymalny moment na 
długości elementu 

 

3.4 Element z momentami na ko ńcach i obci ąŜeniem 
poprzecznym  

Przy jednoczesnym obciąŜeniu momentami na końcach i obciąŜeniem poprzecznym jak to 
pokazano na Rys. 3.2, wartości C1 i C2 mogą być otrzymane z krzywych danych poniŜej. 
RozwaŜane są dwa przypadki: 

 Przypadek a) momenty na końcach z obciąŜeniem równomiernie rozłoŜonym 

 Przypadek b) momenty na końcach z siłą skupioną w środku rozpiętości 

Rozkład momentów moŜe być zdefiniowany przez uŜycie dwóch parametrów: 

ψ to stosunek momentów na końcach. Z definicji, M to maksymalny moment na końcu, 
tak więc: 

 -1 ≤ ψ ≤ 1   (ψ = 1 dla stałego momentu) 

µ to stosunek momentu od obciąŜenia poprzecznego do maksymalnego momentu na 
końcu M 
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 Przypadek a) 
M

qL

8

2

=µ  

 Przypadek b) 
M

FL

4
=µ  

 Konwencja znaku µ : 

 µ > 0 jeŜeli M i obciąŜenie poprzeczne (q lub F) zginają belkę w tym samym 
kierunku, (np. jak to pokazano na rysunku poniŜej) 

 µ < 0 gdy jest inaczej 

Wartości C1 i C2 były określone dla k = 1 i kw = 1. 

 

 

  

M ψψψψ M 
q 

L 
(a) 

 

M ψψψψ M F 

L 
(b)  

 
Rys. 3.2   Momenty na końcach z obciąŜeniem poprzecznym 

Informacje uzupelniajace: Sprezysty moment krytyczny przy zwichrzeniu
C

re
at

ed
 o

n 
M

on
da

y,
 N

ov
em

be
r 

30
, 2

00
9

T
hi

s 
m

at
er

ia
l i

s 
co

py
rig

ht
 -

 a
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. U

se
 o

f t
hi

s 
do

cu
m

en
t i

s 
su

bj
ec

t t
o 

th
e 

te
rm

s 
an

d 
co

nd
iti

on
s 

of
 th

e 
A

cc
es

s 
S

te
el

 L
ic

en
ce

 A
gr

ee
m

en
t



 

 Strona 8 

 

Informacje uzupełniające: SpręŜysty moment krytyczny przy zwichrzeniu 

SN003a-PL-EU 
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C1
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1.1
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1.3

1.4

1.5

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0

1,2

0,8

0,7

0,4

1
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  µ > 0 

1.0

1.5

2.0

2.5
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3.5

4.0

4.5

5.0

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ψ

C1

-0,1

-0,9

-1,1
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-0,5
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M
ψM

M ψM
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  µ < 0 

 
Rys. 3.3   Momenty na końcach i obciąŜenie równomiernie rozłoŜone – współczynnik C1 
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  µ > 0 
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  µ < 0 

 
Rys. 3.4   Momenty na końcach i obciąŜenie równomiernie rozłoŜone – współczynnik C2  

Informacje uzupelniajace: Sprezysty moment krytyczny przy zwichrzeniu
C

re
at

ed
 o

n 
M

on
da

y,
 N

ov
em

be
r 

30
, 2

00
9

T
hi

s 
m

at
er

ia
l i

s 
co

py
rig

ht
 -

 a
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. U

se
 o

f t
hi

s 
do

cu
m

en
t i

s 
su

bj
ec

t t
o 

th
e 

te
rm

s 
an

d 
co

nd
iti

on
s 

of
 th

e 
A

cc
es

s 
S

te
el

 L
ic

en
ce

 A
gr

ee
m

en
t



 

 Strona 10 

 

Informacje uzupełniające: SpręŜysty moment krytyczny przy zwichrzeniu 

SN003a-PL-EU 
 

1.5

2.0

2.5

3.0

C1

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ψ

C

00,10,20,30,40,50,6

0,7

0,8

1

1,2

1,5
0,9

2

2

0,2
0,1

1

M

ψM
M

ψM

µµµµ

 

  µ > 0 
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  µ < 0 

 Rys. 3.5  Momenty na końcach i siła skupiona w środku rozpiętości – współczynnik C1 
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Rys. 3.6   Momenty na końcach i siła skupiona w środku rozpiętości – współczynnik C2 
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