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1. Zakres

Dokument dostarcza informacji do analizy belek wepg@mwych spetniajcych nastpujace
warunki:

O Belka ma staty przekroj o dwdch osiach symetrii

Belka jest niestzona za wyjtkiem podparcia

Belka jest zabezpieczona przed obrotem na podpargledem osi podtinej

[ iy

Obcigzenia g przytozone prostopadle do belki w spos6b powadyjzginanie belki
w ptaszczynie jej wickszej sztywnéci. Ptaszczyzna obgienia przechodzi przezodek
scinania. Obcizenie jest przyloone na wysokii srodkascinania, powyej albo poniej.

O Korzystny efekt ugicia belki jest pominity (zaktada si prostoliniowda¢ belki
w ptaszczynie obcizenia po wyboczeniu)

Q Sity podtwzne g pomijalnie mate.

Uwaga: Rozwjqzania dla przypadkéw, gdzie gkanie albo boczne ugiia (poziome) $ na
koncach niemaliwve mazna znaleé¢ w literaturze specjalistycznej (szczego6towe
informacje § zawarte na przyktad w szwedzkim ,Peczniku analizy na
wyboczenie” [4]). Te przypadki i wiele innych nigetych zakresem tego
dokumentu, mog takze ma@e by rozwiagzane uwywajac odpowiedniego
oprogramowania komputerowego, jak na przykiad megstawione w punkcie 6.

2.0bliczanie M,

Wartas¢ krytyczrp momentu przy zwichrzeniu sgiystym Mg w  podporze belki
wspornikowej podaje ponszy wzor:

MCI’ :CEMcr,O (1)
gdzie

Mco  moment krytyczny przy zwichrzeniu sgpystym belki swobodnie popartej
(z "widetkowym" podparciem na keach) obcizonej w sposob powodigy
powstanie statego momentu zgu@ggo z pomiriciem sztywnéci spaczenia belki.

C  taczny wspotczynnik ktéry uwzgtinia wptyw:

* rozklad momentow zginagych, to jest ksztattu wykresu momentow zgioggh,
» sztywndaci spaczenia belki,

* przytozenia obcizen powyzej albo poniej srodkascinania, ktory pokrywa situtaj
zesrodkiem cezkosci przekroju

» warunki podparcia (mdiwos¢ spaczenia)
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Mo jest zdefiniowany jako:

Mero = L/ET, Gl 2)

gdzie

L  to dluga¢ belki wspornikowej

E  to modut spgzystasci podiuznej

G  to modut spezystasci poprzecznej

l¢ to moment bezwiadnroi przy skecaniu swobodnym
I, to moment bezwladroi wzgledem stabszej osi

3. Tablice do ustalenia warto sci wspotczynnika C

Wartasci wspotczynnika C obliczono dla wielu przypadkorgyppomocy specjalnego
programu komputerowedol Beamprzeznaczonego do analizy zwichrzenia belek (patrz
punk 6), tablice zamieszczone pajiopracowano do bezfredniego wykorzystania przez
projektantow.

Rozpatrzono dwa przypadki gziéw podporowych dotyezych skecania skegpowanego na
podporach:

O brak ograniczé mazliwosci spaczenia
O petne usztywnienie w zakresie spaczenia

W praktyce spaczenie na podporze nigdy nie jestowvatie swobodne ani catkowicie
niemaliwe, rzeczywiste wizy s posrodku, zalenie od szczegotdw konstrukcyjnych
podparcia. Rys. 3.1 i Rys. 3.2 pokazuje przypadiadk spaczenie jest “catkowicie
swobodne” albo “catkowicie niembwe”. Jezeli mamy wtpliwosci co do rzeczywistej
charakterystyki wizéw zaleca siprzyjcie oparcia jakd'catkowicie swobodnego”.

1 Stup
2 Cienkie pasy (potki)
3 Belka wspornikowa (wyboczenie)

Rys. 3.1 Przypadek “catkowicie swobodnego” opamépodporze
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a) b)
1 Stup
2 Belka wspornikowa (wyboczenie)
3 Blacha usztywniajgca (z obu stron)
4 Zebra usztywniajace (z obu stron)
Rys. 3.2 Przypadek kiedy podparcie catkowicie unietiwia spaczenie

Przy okrélonym obcazeniu i przy okrélonych warunkach podparcia dotycych spaczenia
wartas¢ wspoétczynnika C zaky od dwoch parametrow:

O pierwszy parametk,; uwzgkdnia sztywné¢ gictno-skktna belki

K :1 Ely (3)
"LV Gl

lw  wycinkowy moment bezwtaddoi

gdzie

O drugi parametr; uwzgkdnia efekt destabilizacji albo stabilizacji wynikey
Z przytazenia obcizenia powyej albo poniej srodkascinania

Za

h /2

n= (7 nadano znak zgodnie z pgsEymi objanieniam) (4)

gdzie:

Z, odlegta¢ punktu przytagenia obcizenia odsrodkascinania
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hs  jest definiowane zgodnie z przig konwencj jako:

eafie .

niezalenie od ksztattu przekroju.

Dla bisymetrycznych przekrojéw dwuteowydly,maze by przyjcte jako odlegtéc pomiedzy
srodkamiscinania paséw (potek) :

hs =h-t;
h petna wysoké&c przekroju
ts gruba¢ pasa (potki)

Znak wspotczynnika

Sposob ustalenia znakp jest zilustrowany na Rys. 3.1. Dla ofp@nia przytagonego
w srodkuscinania S pola przekroja, = 0 i = 0. W przeciwnym razie znakzalezy od
efektu oddziatywania obgienia rozwaanego z uwzgdnieniem faktu skicania st
belki w czasie rozwijania siprocesu zwichrzenia:

» kazde obcazenie skierowanew kierunku srodka $cinania S generuje moment
skrecajacy zwigkszapcy kat skrecenia : obcizenie ma wptywdestabilizujacy
(przypadek a), n ma znaldodatni, zgodnie z przyjta konwency,

* w przypadku przeciwnym, kde obcazenie skierowanev kierunkuprzeciwnym do
kierunkusrodkascinania S generuje moment e&ajgcy przeciwdziatajcy skreceniu
przekroju : obcizenie ma wptywstabilizujacy (przypadek c),  ma znakujemny,
zgodnie z przyjta konwency.

JF
% F
hy S hy SY z=0 hy S
Za
¥
a) 7>0 b) 7=0 c) n<0

Efekt destabilizujcy Efekt stabilizujcy

Rys. 3.3 Przypadek warunkow podporowych uniéhwaajgcych spaczenie na podporze
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Wartasci wspotczynnika C podano dla trzech prostych pazigdow obcizenia:

O obciazenie cagte belkiq
O obciazenie skupioné& przytazone na kacu belki
O obciazenie momentem skupiony@\ przytazonym na kacu belki

Wartadsci parametrow,,: i /7 Sa przyjmowane w nasgpujacych przedziatach (w wkszaci
praktycznych przypadkéw):

O<ku<1l
-2<n<3

Wartasci wspotczynnikeC dla pagrednich wartéci powyzszych parametréw madyé
interpolowane.
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3.2 Warto $ci wspotczynnika C dla prostych przypadkéw
obci gzenia

Tabela 3.1 Wartéci wspotczynnikeC dla statego obaizenia cigglego g

LLLLLLLLLLL®

efekt stabilizuj acy * 0O n = efekt destabilizuj acy **

Kt -2,00 -150 -1,00 -0,50 0,00 025 050 0,75 100 125 150 200 250 3,00

0 2,04 2,04 2,04 2,04 2,04 204 204 204 204 204 204 204 204 204

etne

0,05 | 242 234 225 216 206 202 197 192 187 182 177 167 158 149
0,1 287 271 253 23 213 203 192 182 171 161 152 135 120 1,07
0,5 | 337 314 287 256 222 205 187 1,71 156 142 130 109 093 081
0,2 393 362 325 282 232 206 182 160 141 125 1,12 091 0,76 0,65
0,3 513 467 411 339 250 206 169 139 1,17 099 086 0,68 055 047
0,4 6,40 579 504 402 266 202 154 121 098 081 0,70 054 043 0,36
0,6 9,07 816 7,04 538 2,88 18 126 092 072 059 050 038 030 025
0,8 11,8 106 9,11 682 3,00 165 103 073 05 046 038 029 023 0,19

Swobodne odksztatcenia gietno-skr

1 146 131 112 830 308 147 o087 061 046 037 031 023 019 0,16

0 2,04 204 204 204 204 204 204 204 204 204 204 204 204 204
0,06 281 271 261 250 239 233 227 221 215 209 204 192 181 1,70
0,1 376 355 333 307 280 265 251 236 222 208 19 1,72 152 1,35
0,15 480 450 415 372 323 297 271 247 223 203 184 154 131 113
0,2 591 551 503 442 368 328 289 253 222 19 174 140 1,17 1,00
0,3 822 763 691 593 457 382 314 259 216 184 159 124 102 0,86
0,4 106 982 887 752 545 429 332 262 213 1,78 152 117 095 0,79
0,6 155 143 129 108 7,15 510 365 274 217 1,78 151 115 092 0,77
0,8 204 189 170 142 885 592 405 298 233 19 160 122 0,98 0,82
1 254 235 211 176 106 680 454 330 257 209 1,76 133 1,07 0,89

Odksztalcenia gietno-skr etne
niemo zliwe

*  w przypadku obcigzen grawitacyjnych, obcigzenie przytozone ponizej srodka Scinania
** w przypadku obcigzen grawitacyjnych, obcigzenie przytozone powyzej srodka $cinania
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Tabela 3.2 Wartéci wspoétczynnikeC dla obcigzenia skupionego F przykpnego na kacu

1F

efekt stabilizuj acy O n = efekt destabilizuj acy

Kt
2,00 -1,50 -1,00 -0,50 0,00 025 050 0,75 1,00 1,25 150 2,00 2,50 3,00

0 1,27 1,27 1,27 1,27 1,27 127 127 1,27 127 127 127 127 1,27 1,27

etne

0,05 | 1,39 1,37 1,34 1,31 1,28 126 125 123 121 119 1,17 1,13 1,08 1,04
0,1 1,52 1,48 1,43 1,37 1,30 1,27 123 1,18 1,14 110 105 09 087 0,79
0,15 || 1,65 1,60 1,53 1,45 1,34 127 121 113 106 099 092 080 069 0,61
0,2 1,80 1,74 1,66 1,54 1,38 1,28 118 1,07 097 088 080 067 056 049
0,3 2,15 2,07 1,94 1,75 1,45 1,27 110 094 081 070 061 049 040 0,34
0,4 2,54 2,44 2,27 1,99 1,52 1,24 100 o081 067 056 049 038 031 0,26
0,6 3,41 3,26 3,01 2,52 1,60 1,14 o081 o061 049 040 034 026 021 0,17
0,8 4,33 4,14 3,81 3,09 1,65 1,02 o067 049 038 031 02 020 016 0,13

Swobodne odksztatcenia gietno-skr

1 5,29 5,06 4,63 3,70 1,68 091 057 040 031 025 021 0,16 0,13 0,11

0 1,27 1,27 1,27 1,27 1,27 1,27 127 127 1,27 127 1,27 1,27 1,27 1,27
0,05 1,55 1,52 1,49 1,45 1,42 1,40 137 1,35 133 131 128 124 119 114
0,1 1,86 1,81 1,75 1,67 1,58 154 148 143 137 131 125 1,13 1,02 0,92
0,15 2,20 2,13 2,04 1,93 1,77 168 158 147 136 126 116 099 085 0,74
0,2 2,56 2,48 2,37 2,21 1,96 1,81 165 148 132 1,18 106 086 0,72 0,62
0,3 3,36 3,26 3,10 2,82 2,35 203 172 144 121 104 09 0,71 058 0,49
0,4 4,21 4,08 3,88 3,49 2,72 221 175 139 114 09 1082 063 051 043
0,6 5,99 5,82 5,52 4,90 3,46 253 184 139 110 091 0,77 059 047 0,40
0,8 7,83 7,61 7,22 6,36 4,20 288 200 148 116 09 080 061 049 041
1 9,69 9,43 8,94 7,84 4,98 327 221 162 126 103 086 066 053 0,44

Odksztalcenia gietno-skr etne
niemo zliwe

*  w przypadku obcigzen grawitacyjnych, obcigzenie przytozone ponizej srodka $cinania
** w przypadku obcigzen grawitacyjnych, obciazenie przytozone powyzej srodka $cinania

Tabela 3.3 Wartéci wspoétczynnikeC dla obcigzenia zewgtrznym momentem skupionymyC
przyteonym na keicu

Cw

)

Kt
0 -0,05 0,1 0,15 0,2 0,3 0,4 0,6 0,8 1
Swobodne
odksztatcenia gietno-
skretne 0,50 0,50 0,50 0,51 0,51 0,52 0,53 0,54 0,54 0,54

Odksztatcenia gietno-
skretne niemo zliwe 0,50 0,50 0,50 0,51 0,52 0,55 0,59 0,68 0,80 0,93
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3.3 Wartosci wspotczynnika C dla kombinacji qi F

%”lllqluulF

Rys. 3.4 Kombinacjag i F
Dla dowolnej kombinacji
« obcizenia cagtegoq wzdhuz belki,
« obcizenia skupioneg& przytazonego na kacu belki,
spetniajcej ponisze warunki:
» oba obcizenia dziataj w tym samym kierunku, i
» jezeli przylazone poza srodkiem scinania, oba obgrenia @ zwiagzane ze
wspotczynnikiem 7 o tym samym znaku, albgg = 0 albo 7 < 0, jednak bez
konieczndci przyktadania w tej samej odlegt od srodkascinania.

Wartasci wspotczynnikaC mazna obliczé stosugc nasgpujace wzory interakcyjne :

M, +M M M
q F_""q, MF (6)
C C; Ce
M, +Mg
Mg, M 0
Cq Cr

My moment zginajcy w podporze spowodowany vigznie obcizeniem ciagtym q
Mg  moment zginajcy w podporze spowodowany vigiznie obcizeniem skupionynt
Cq wartaici wspotczynnikeC wytacznie dla obeizenia cagtegoq, Tabela 3.1

Cr  wartasci wspotczynnikaC wytacznie dla obcizenia skupionegé, Tabela 3.1

a moment krytyczny przy zwichrzeniu spystymMc, otrzymujemy z réwnania (1).

Uwaga Ten wzor interakcyjny daje dobre rezultaty a(btmniejszy ni 3% po stronie
bezpiecznej) dla obgien z tym samym wspétczynnikierz O , to jest oba obgienia
Sa przytazone na tym samym poziomie i maddziatywani destabilizage (patrz [3]).
Wyniki moga by¢ bardziej zachowawcze w innych przypadkach.
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4. Goraco walcowane ksztaltowniki dwuteowe : pomoce
projektowe do obliczania Mo | K

Dla najczsciej stosowanych gaco walcowanych ksztattownikow dwuteowych, wacdioMc; o
I Kkt Mozna oblicz¢ bardzo prosto, patrz Tabela 4Rrojektant musi dostosowesie do
jednostek (zamieszczonych w nawiasach)

Tabela 4.1 M i K« dla najczsciej stosowanych ggro walcowanych ksztattownikéw dwuteowych (IPE

albo HE)
* *
M K
M o(KNm) = —— Kat =—— 8
oo L(m) " L(m)
IPE IPEA HEA HEAA HEB HEM
no M* k* M* k* M* k* M* k* M* k* M* k*
80 9,98 0,210 6,93 0,241 - - - - - - - _

100 17,95 0,276 13,07 0,309 108,6 0,358 62,44 0,416 161,3 0,308 676,8 0,195
120 28,42 0,365 19,81 0,419 152,6 0,529 86,22 0,629 271,8 0,420 1041 0,265
140 42,98 0,459 28,87 0,549 230,7 0,693 128,0 0,864 430,4 0,539 1519 0,343
160 64,35 0,534 42,41 0,640 355,4 0,817 225,8 0,986 683,3 0,631 2191 0,416
180 90,12 0,635 60,96 0,756 479,6 1,027 319,9 1,201 982,6 0,759 2968 0,505
200 129,3 0,696 90,06 0,815 686,6 1,155 477,7 1,313 1413 0,865 3989 0,589
220 176,7 0,806 128,1 0,924 967,0 1,327 636,2 1,539 1912 1,000 5152 0,687
240 2479 0,869 183,7 0,986 1391 1,432 896,4 1,643 2602 1,109 9273 0,690

260 = = = = 1797 1,599 1193 1,808 3268 1,257 | 11234 0,790
270 335,6 1,072 249,0 1,225 - - - - - - - -
280 - - - - 2230 1,811 1495 2,054 3991 1,428 | 13359 0,900
300 451,9 1,275 342,4 1,439 3006 1,911 1983 2,146 5160 1,538 | 21417 0,900
320 - - - - 3561 1,906 2160 2,196 5911 1,544 | 22286 0,931
330 610,9 1,356 475,0 1,508 - - - - - - - -
340 = = = = 3987 1,929 2346 2,249 6471 1,573 | 22328 0,981

360 809,2 1,477 648,7 1,662 4441 1,948 2543 2,295 7059 1,599 | 22231 1,028
400 1064 1,579 827,6 1,796 5216 2,009 2890 2,442 8041 1,669 | 22177 1,127
450 1373 1,753 1074 2,002 6226 2,101 3130 2,640 9312 1,761 | 22282 1,254
500 1793 1,907 1430 2,158 7338 2,176 3383 2,820 | 10684 1,840 | 22247 1,375
550 2351 1,994 1881 2,266 7992 2,304 3901 2,901 | 11481 1,957 || 22356 1,504
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(o))

o

a 600 3069 2,115 2494 2,389 8677 2,421 4198 3,053 12311 2,066 22324 1,626
o

% 650 - - - - 9394 2,528 4511 3,189 13174 2,167 22431 1,753
o)

05 700 - - - - 10252 2,598 5018 3,294 14194 2,242 22398 1,871
(=)

z 800 - - - - 11256 2,822 5928 3,404 15388 2,450 22690 2,096
>

§ 900 - - - - 12947 2,968 7135 3,553 17382 2,596 22755 2,327
o

E 1000 - - - - 13907 3,185 8028 3,705 18516 2,795 22964 2,567
o
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5. Przykiad zastosowania

I

Odksztalcenia

gietno-sketne | PE 300 | 150 mm
niemazliwe < >
L=3m
Rys. 5.1 Kombinacja obcizeniaqi F
IPE 300 : h=300mm i t=10,7mm = hg=300-10,7=289,3 mm
Tabela4.1 M* =451,9 = Mcro=451,9/3 =150,6 kKNm z((8)
k*=1,275 = Kwt=1,275/3 =0,425 z((8)

Dla obchzenia cagtegoq (wytacznie): n7=150/(289,3/2) = +1,04 (efekt destabilizy)
(z(4)

Mg = 10x 3*/ 2 = 45 kNm

Tabela 3.1: W wyniku interpolacji wartéci wspotczynnikeC dla «,: = 0,4 ik, = 0,6, oraz
dlan=1in=1,25, otrzymano Cy = 2,09

Dla obchzenia skupionegé& (wytacznie): n=+1,04 i Mg=20x3=60kNm

Tabela 3.2: W wyniku interpolacji wasa wspoétczynnikeC dla «,: = 0,4 ik = 0,6, oraz
dlan=1in=1,25, otrzymano C,=1,11
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45+60 _
a5 60 %
209 1,11

Z(7)y C=

Z (1Y Mc=1,39%150,6 = 209,3 KNm

Wynik obliczex wykonanych dla tego przypadku programem komputgnow TBeam(patrz
punkt 6) wynosi M, = 210,2 kNm (rénica : -0,4%).

6. Informacja o darmowym programie
komputerowym LT Beam przeznaczonym do
rozwi gzywania ogolnych zagadnie n dotycz gcych
zwichrzenia

W ramach europejskiego projektu badawczego [1] agwano program komputerowy
umazliwiajacy rozwhzywanie problem zwichrzenia prostych beldkT.Beam Program ten
wykorzystuje technik dyskretyzacji belek rozwkuje problem warti wkasnych macierzy.
Program L TBeam umazliwia uwzglednienie ré@norodnych warunkéw podparcia iesén
posrednich (punktowych lub agtych, sztywnych lub spgystych w centrumicinania albo
poza nim) i rénorodne obcizenia (przylaone w centrungcinania albo poza nim). Chogia
interfejs wytkownika programu jest ukierunkowany na analielek o statym przekroju,
mozliwe jest obliczanie belek o przekroju zmiennymin@ewersja progranh TBeam maze
by¢ pobrana bez optaty ze strony internetowej CTIGNv{v.cticm.com Kroétka prezentacja
programu jest zamieszczona w punkcie 7.3 oprac@wgl]i doktadniejszy opis wezyku
francuskim w [2].
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